Zusammenfassung ELAI| 


Untervektorräume 


Def.:. Eine Teilmenge X C R” ist ein Untervektorraum von R”, wenn alle folgende Bedingungen 
gelten: 


e DE X (der Nullvektor, nicht eine Zahl oder so). 
e füralev,we X ist auchv+weX, 


oe füralleve X und XAeRistauch Av EX. 


Beispiel. 
71 
xX=4 22 |zı+22 +23 =0} 
23 
ist Untervektorraum von R°: 
0 
oe |0O| eX: Ja, denn es ist 0+0+0=0. 
0 
v wi 
o Seien jetzt | va | , | wa | beliebig und in X. Wenn sie in X sind, ist also u +w+v3 =0 = 
v3 w3 
vr Wwı 
wı + wa + wa. Wir zeigen, dass ihre Summe | vg + wa | in X liegt. Dafür muss (vn +wı)+ (va + 
v3 TrWw3 


wa) + (v3 + w3) = 0 sein, aber das folgt aus den anderen beiden Gleichungen. 


Avı 
e Ebenso muss | Ava | in X liegen, also Av + Ava + Av = A(vı + va + v3) = 0 sein, was auch 
Avz 
folgt. 
Also ist X Untervektorraum. 


Beispiel. Y = (2) | x? = x} ist kein Untervektorraum von R°: 
2 


o () € Y: Ja, da 0? = 0°. 


eo Seien jetzt (2) j (%) € X. Dann ist 27 = x3,y7 = 3. Aber für die Summe gilt das nicht: 
2 2 


zı +Yyı 
22 +y2 


nicht so, zum Beispiel ist % € X, aber () + () nicht. 


Also ist eine der drei Bedingungen verletzt, Y kein Untervektorraum. 


Wäre X Unterraum, müsste ( ) € X gelten, also (zı + yı)” = (22 + y2)”. Das ist aber 


Tipps. 
e Gilt mindestens eins der folgenden, ist ein X C R” kein Unterraum: 
DEN, 
— für irgendein v ist ve X, aber -v& X oder wEX. 
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e Andersrum aber nicht: Menge mit 0E€ X muss kein Unterraum sein 


e Spann von Vektoren oder Lösungsmenge von homogenem LGS Ax = 0 ist immer Untervektor- 
raum. 


Basis, lineare Abhängigkeit 


Def.:. Vektoren v1,...,Um € R” sind linear abhängig, wenn das Gleichungssystem 


Aavyı ++ Amtmı Ay: ;Am ER 
eine Lösung hat, wo nicht alle a; = 0 sind. 
Tipps. 
e Mehr Vektoren als Einträge pro Vektor —> linear abhängig. 


e Sonst: Nebeneinander in Matrix A und Gauss; Null/spalte/ in Zeilenstufenforrm > linear 
abhängig. 


Def.:. Seien v1,...,Um € R”. Dann ist der Spann dieser Vektoren 
span(v1,...,UYm) = {aıvı +: + AmUm | Q1,:..;Am ER} 
der kleinste Untervektorraum von R”, der all diese v; enthält. 


Tipps. Überprüfen, ob w € span(vı,...,Um): v; nebeneinander als Matrix A und schauen, ob LGS 
Ax = w eine Lösung hat. 


Def.:. Sei U ein Untervektorraum von R”. Dann ist eine Basis von U eine Liste von Vektoren 
Uly...,Um € U, die linear unabhängig sind und span(v1,...,Um) = U erfüllen. Die Dimension ist 
die Länge dieser Liste. 


Tipps. 


e Basis für Spann von evtl. linear abhängigen v;: Nebeneinander in Matrix A, dann ist Spann 
Spaltenraum von A. Basis davon findet sich mit Gauss und Auswahl der Stufenspalten, vgl. 
später im Text. 


e Basis für Lösungsmenge eines homogenen LGS entsteht durch Gauss „automatisch”, Lösungsvek- 
toren sind schon lin. unabhängig. 


e U CR” und hat U Dimension n, dann ist U = R”, hat U Dimension 0, so ist U = {0}. 
e m Vektoren in U gegeben, dim U # m: Vektoren sind keine Basis von U. 


Def.:. Seien U,V Untervektorräume von R”. Dann sind der Schnitt UNMV und die Summe U+V = 
[u+v|ueU,veV} auch Untervektorräume von R”. 


Tipps. 


e Basen von U,V gegeben: Basis von U+V durch Nebeneinanderschreiben der Basisvektoren von 
U und V und Ausrechnen der Basis für Spaltenraum. 


e U,V Lösungsmengen von LGS: Koeffizientenmatrizen untereinander für LGS, dessen Lösungen 
UNMV ist. Basis dann wieder mit Gauss. 


e Basen von U,V gegeben: Für UNV auch wieder Nebeneinanderschreiben und Nullraum anwen- 
den, dann hat man aber noch keine Basis von UN V, komplette Methode ist hier im Beispiel. 


Beispiel. Sei 


1 1 5 0 
U = span 2],[0 ‚V=span 2) ,|1 
1 0 1 1 
Wir berechnen Basen für UNV,U +V: Für U+V brauchen wir den Spaltenraum von 


Also ergibt sich die Basis 


1 1 0 
21,l0]|,Ilı 
1 0 1 


Damit hat U + V aber Dimension 3, also ist U+V =R°, sodass eine weitere mögliche Basis einfach 
e1,€o,e3 wäre. 

Ist zeUNV, dann ist € = aıuı + aaua und x = bıvı + bava, (wenn man die Basisvektoren jeweils 
so nennt) also aıuı + aaua — b1V1 — bav2 = 0. Um diese x jetzt zu finden, brauchen wir nur die aı, aa, 
können die Minusse vor den b; ignorieren und schauen das LGS mit derselben Koeffizientenmatrix wie 


=] a1 
oben an. Das hat die Lösung = A,AER. Das ist nicht x, sondern der Vektor R , also ist 
51 
0 —b2 
(“) = e A, durch Einsetzen 
a2 —4 
1 1 4X A —5A 
z=aI|2]|)+m|0| = 0 —- [2X] = | -2X 
1 0 0 A —1X 
-5 
Also ist —2 eine Basis für den Schnitt. 
—1 


Dimensionsformeln: Für Unterräume U, V C R” ist dim(U+V) = dimU +dim V - dim(UNV). 
Erspart Arbeit, wenn nur nach Dimensionen gefragt wird, weil alles in Gleichung zwischen 0 und n 
liegen muss: 


Beispiel. Seien U,V C R* Untervektorräume mit dimU = 3,dim V = 2. Dann kann der Schnitt der 
beiden nicht Null sein: Es ist dim(U +V) < 4, also 5 - dim(UNV) <A, also dm(UNV) >21. 


Lineare Abbildungen 


Def.:. Sei f : R" — R” eine Funktion. Dann ist f linear, wenn die Gleichung 


< 


v wı 1 wı v u 
il le] 5 =Af > s für lleAER,| : |,| : [eR" 


Un Un Un Un Un Un 
gilt. 


Beispiel. Sei 


Um Linearität von f zu zeigen, müssen wir für den Vektor x ein „allgemeines” Av + w einsetzen und 
die Gleichung von oben zeigen: 


LE) 

(Avı + wı) + (Ava + wa) 
(Avı + wı) — 2(Av2 + wa) 
>(Avı + wı) 

Alvı + v2) + (wı + wa) 
A(vı — 2V3) + (wı _ 2ws) 
A(301) + (3w1) 


vı + v2 wı + wa 
= X | vi —- 2va | + | wı — 2wa 
1 1 
3 2 


(2): 
rl) =) 


Da dort ein Produkt von zwei Variablen vorkommt, kann man schon davon ausgehen, dass es nicht 
linear ist, um das zu zeigen, verwendet man wieder die Gleichung: 


So) ll) 


_ ((Avı + wı)(Av2 + wo) 
) 


Beispiel. Sei 


Avı + wı 


Wäre g jetzt linear, müsste das mit der Gleichung für Linearität gleich zu 


v1 wı\\ _, /vıva wıwa 
ON ee 
= Av1V9 + wıwa 
u Avı + wı 


sein. Weil man jetzt zeigen will, dass es das nicht ist, reicht ein Gegenbeispiel, um eins zu finden, muss 
man etwas rumprobieren, es bietet sich z.B. vy =w=1,wı = wa = 0,A = 2 an. Dann folgt aus der 
ersten Gleichung durch Einsetzen 


JUNE Ley ED: 
(a) 


Das stimmt aber nicht, also kann die Linearitätsgleichung nicht gelten und g ist nicht linear. 


aber aus der zweiten 


Tipps. e Damit f nicht linear, genügt irgendeins der folgenden: 
— f(0) #0 (also ist z.B. f(x) = 22 + 1 anders als in der Schule nicht linear!), 


— in der Definition von f(x) steht irgendein 7 oder 21.3 steht, also Produkt von verschiedenen 


Vektoreinträgen, 
—7ı X 
- f #-f : für irgendein x. 
ST In 


e Funktion durch darstellende Matrix gegeben: Automatisch linear 


Matrizen 


Def.:. Ist f : R" — R’” linear, dann ermittelt man die darstellende Matrix von f durch Ausrechnen 


1 0 0 

1 0 

alu Bu U ee) Ed u Pre u De 
0 0 1 


und Nebeneinanderschreiben. Das hat immer n Spalten und m Zeilen, ist also eine m x n-Matrix. 
Darstellend ist die Matrix, weil man mit ihr Funktionswerte berechnen kann, für einen Vektor & ist 


Ar) An. 


1 0.0 
Die Identität id(x) = x hat darstellende Matrix [9 °-. ol; isst f : R" — R” durch A und 
0071 


g: R® — R” durch B dargestellt, so ist es fog: R* > R”,(fog)(x) = f(g(x)) durch AB (bspw. 
hilfreich, wenn man A und B schon kennt und zeigen muss, dass f o g linear ist). 


a 2ı +70 
rs ')) = | 21 - 2x3 


Beispiel. Sei 


xı 
2 
Wir rechnen die darstellende Matrix A aus: Es ist 
1 ! 0 ı 
sed=s(lo))= lt )sea=rll)))=|-2 
1/2 0 
also ist 
1 1 
A= 1 —2 
1/2 0 


Def.:. Ist f : R”" — R” linear und dargestellt von Matrix A, dann ist der Kern von f das gleiche wie 
der Nullraum von A, nämlich Menge aller x mit f(x) = 0, bzw. äquivalent Ar =0. 

Das Bild von f ist dasselbe wie der Spaltenraum von A, nämlich Menge {f(z) | x e R”} (alle 
Vektoren, die von f „erreicht” werden), bzw. äquivalent der Untervektorraum von R”, der von den 
Spalten von A aufgespannt wird. 

Der Zeilenraum von A ist der Untervektorraum von R”, der von den Zeilen von A aufgespannt wird. 
Der Rang von A ist die Dimension vom Bild, also die Anzahl der Stufen in der Zeilenstufenform. 


Beispiel. Sei 


413 1 10i 
a 0: 010 
144 |.’ 
3.0.3 0000 


wir bestimmen Basis für den Nullraum, Zeilenraum, Spaltenraum. Die Zeilenstufenform ist schon 
ermittelt. Für den Nullraum löst man das Gleichungssystem zu Ende, man erhält 


1 1 
—1 0 
Nullraum(A) =R olt R oh 
0 —1 


also sind die beiden Vektoren eine Basis dafür. Für den Spaltenraum schaut man sich die (roten) Spal- 
ten mit Stufen an und nimmt dieselben Spalten aus der Originalmatrix, also ist (1,1,1,3)7, (2,0, 4,6)? 
eine Basis für den Spaltenraum von A. Für den Zeilenraum schaut man sich die Zeilen mit Stufen an 
und nimmt die aus der Zeilenstufenform, also ist (1,1,0,1)7,(0,0,1,0)7 eine Basis für den Zeilenraum. 


Dimensionsformeln: Ist A eine n x m-Matrix, dann ist dim Nullraum(A) = m — Rang(A) und 
dim Zeilenraum(A) = Rang(A). 


Beispiel. Sei 


110 10 
PER) WEN 00 A 
ıiE3 4 a ae 0 5 

221 000 


wir bestimmen Rang, Dimension vom Zeilenraum und Dimension vom Kern. 
Die Zeilenstufenform von A hat 2 Stufen, also hat A Rang 2. Das ist auch die Dimension vom 
Zeilenraum. Also ist die Dimension vom Kern 3— 2 =1. 


Def.:. Ein f : R" — R” ist injektiv, wenn Kernf = {0} („nichts geht verloren”). Es ist surjektiv, 
wenn Bild(f) = R” („alles wird erreicht”). Es ist bijektiv, wenn es injektiv und surjektiv ist. 


Tipps. e Man kann Überprüfen von Injektivität etc. oft vereinfachen: 


— Ist n> m (Matrix hat mehr Spalten als Zeilen), dann ist ein lineares f :R" — R’” nie in- 
jektiv (vom größeren Raum geht immer was verloren) und surjektiv > Zeilenstufenform 
von darst. Matrix hat keine Nullzeilen, 


— istn < m (mehr Zeilen als Spalten), so kann f nie surjektiv sein (man kann keinen größeren 
Raum auffüllen) und injektiv > ZSF hat keine Nullspalten, 


— ist n= m, dann ist injektiv > surjektiv > bijektiv > ZSF hat keine Nullzei- 
len/Nullspalten > darst. Matrix invertierbar. 


e Injektiv heißt äquivalent, dass verschiedene x # y auch verschiedene Funtionswerte f(x) Z f(y) 
haben, keine zwei gehen auf den selben Wert. 


oe Inversenformel für 2 x 2-Matrizen: 


ab\' 1 d -b 
ce d  ad-be\-c a)’ 


wenn Nenner nicht null. 


Orthonormalbasen etc. 


Def.:. Sind v,w € R”, dann ist ihr Skalarprodukt (v, w) als die Zahl vywı +: -+%,wn definiert. v und 
w stehen senkrecht, wenn (v, w) = 0. Die Norm oder Länge von v ist ||v|| = Y(v,v) = Yur +: +2. 
Indem man einen Vektor v durch seine Norm teilt, normiert man ihn, der entstandene Vektor TI hat 


|v 
immer Länge 1. 


Def.:. Sei U C R” Unterraum, v1,...,Um eine Basis von U. Dann ist sie eine Orthonormalbasis von 
U, wenn 
e jedes v; Länge 1 hat, also ||vı|| = --- = ||um|| = 1, 


e und alle v; aufeinander senkrecht stehen, also (v;,v;) = 0 füri #5. 


Das Gram-Schmidt-Verfahren macht aus einer Basis von U eine Orthonormalbasis: 


Beispiel. Sei 


u = „ug = 


MP rHTDNDD 


0 
0 
0 
1 


Diese Vektoren sind linear unabhängig, bilden also eine Basis für U = span(u1, ua, uz). Wir suchen 
eine Orthonormalbasis v1, va, v3 von U: 


Den ersten Vektor muss man nur normieren, es ist 


ul 1 


1 7 = 


all v6 


OoOHXN HH 


Für den zweiten Vektor zieht man sozusagen den Anteil vom ersten zuerst ab, man definiert 


2 1 B) 
2 1 2 1[-2 
v, = ua — (ua, vı)vı = 1 52@+4+1+0) leer 
1 0 6 


Dann muss man diesen Vektor wieder normieren, um den zweiten Vektor in der Orthonormalbasis zu 
erhalten, also hat man 


d 
1 66 vr 1 —2 
I%||= v2 +2+12+6= ‚vn = — = — : 
6 6 lvla  v66 | - 
6 
Für v3 verfährt man genauso: Man setzt 
v 
v3 = Uz — (u3, vı)vı — (u3, v2)v2, v3 = il 
3 
Dann sind diese vı,v2,v3 eine Orthonormalbasis von u, ua, ua. 
Tipps. 
e wird u1,...,Un durch Gram-Schmidt zu v1,..., Un, ist vu ON-Basis von span(uı), v1, va ON-Basis 


von span(u1, ua), etc. 


e wenn erste m Vektoren u; normiert und orthogonal zueinander sind, kann man Gram-Schmidt 
bei Schritt m + 1 anfangen 


Def.:. Sei U CR” Unterraum, dann ist das orthogonale Komplement von U 


U-={veR"| (u,v) = 0 für alle ue U} 


der Unterraum aller Vektoren, die auf U senkrecht stehen. 


Beispiel. Ist U=R () eine Gerade, dann ist U = R e die senkrechte Gerade. Ist U = 


1 0 0 
R[O]|+R]|[1]| eine Ebene, dann ist U- =R|0| die darauf senkrechte Gerade. 
0 0 1 


Dimensionsformel etc.: Es ist UNU- = {0}, dim(U*) =n-dimU und (U+)+ = U, oft hilfreich 
wenn nach Dimensionen gefragt wird. 


Tipps. 


© U1,...,Un Basis für U gegeben und Basis für U+ gesucht: u; als Zeilen untereinander schreiben, 
mit Gauss LGS lösen, Basis für Lösung ist Basis für UH. 


e u; Basis für U gegeben und LGS gesucht, dessen Lösungsraum U ist: Basis für UT ausrechnen, 
diese Basis als Zeilen untereinanderschreiben, LGS mit dieser Koeffizientenmatrix hat Lösungs- 
menge U. 


Def.:. Sei U C R” Unterraum, u1,...,Um eine Orthonormalbasis von U. Dann definiert man die 
Projektion von x € R" auf U als 


Pr(x) = (,u1)ur ++ (2, Um)Um- 


Die Spiegelung an U ist definiert als x — 2Pırı (x), also benötigt man hier eine Orthonormalbasis 
von UH. 


Tipps. 


e um sinnvoll x in Projektionsformel einzusetzen, muss die Basis orthonormal sein, ggf. mit Gram- 
Schmidt ausrechnen! 


exreU — Pr(x) = x (Projektion auf bspw. Ebene lässt sie unverändert), x € U — 
Pvu(«) = 0, 


e Pıı(2) = x - Pr(&), Pu(x) = x — Pırı(x) (man muss immer nur eins berechnen) 


e nach darstellender Matrix von Projektion/Spiegelung gefragt: wieder eı bis e, einsetzen 


1 0 
Beispiel. SiU=R|O| +R|1 |, wir berechnen Projektion, Projektion am orthogonalen Komple- 
0 0 
ment und Spiegelung: Es ist (da wir eine Orthonormalbasis gegeben haben) 
1 1 0 0 1 0 x 
Pr(x) = (2, |0|)) JO] +, |1))I1]| = |0|) + |1])= | 
0 0 0 0 0 0 0 


Punkte werden also quasi senkrecht nach unten in die Ebene projiziert, bspw. ist die Projektion von 
1 1 
1 einfach [1 |. Dann ist 


1 0 
%ı %ı 0 
Prı(@)=z-Pile)=|x]|-|e]| >| 0 
x3 0 x3 
0 
Man kann auch erst eine Orthonormalbasis von U+ bestimmen, da erhält man | 0 |, dann ist genauso 
1 
0 0 0 
Prfs)= ie. 0110 =] 0 
b 1 T3 
Die Spiegelung Sy(x) ergibt sich wieder durch Einsetzen zu 
x%ı 0 %ı 
Sy(@)=2-2Pı@)=|e2]-|0 |=| x 
x3 2x3 Lg 
0 0 
Das ergibt Sinn: Wenn man z.B. [| 0 | an der x1-x2-Ebene spiegelt, sollte tatsächlich | 0 | rauskom- 
1 —1 


men. 


Permutationen 


Def.:. Eine Permutation o € %, über die Zahlen 1 bis n ist eine Liste, wo jede dieser Zahlen genau 
einmal vorkommt. Das kann man als Funktion betrachten: o(m) ist der m-te Eintrag der Liste. Man 


schreibt dann auch 
u 1 en n 
zZ ll) a A, 


Da diese Permutationen Funktionen sind, kann man sie verknüpfen: Es ist für o,r Permutation (o o 
r)(m) = o(r(m)) (lies: Sigma nach Tau) auch eine Permutation. Eine Vertauschung 7;; ist eine 
Permutation, wo nur Einträge i und j vertauscht werden und der Rest gleich bleibt, bspw. (über 


Zahlen 1 bis 4) 
1234 
m=(5 Dr 3 


Die Identität ist die Permutation, die nichts ändert, also 


: 1... n 
a=(} er "); 


Die n x n-Permutationsmatrix E, zuo € %, wird aus Einheitsvektoren konstruiert: 


Beispiel. Sei 
12345 1298.45 
o= Te : 
9.2 4 1}' I &.% 42 
Wir berechnen (ooTr)(3) und (To0)(3). Ersteres gleicht o(r(3)), also müssen wir erst 7(3) finden. Das 
ergibt sich durch Ablesen an der roten Spalte bei r (dort steht oben die 3), also ist (3) = 5, (cor)(3) = 


0(5). Also müssen wir bei o die 5-te Spalte ablesen, und erhalten o(5) = 1, also (oo r)(3) =1. 
Für den anderen Teil ist genauso (Tr 0 0)(3) = r(o(3)). o(3) ist aber (blau markiert) 2. Also ist 


(ro 0)(3) = r(2) = 3 (wieder blau). 
123 
en ( 1 7 


Beispiel. Sei 

Wir berechnen o o o: Dafür müssen wir alle 3 möglichen Werte einsetzen. 
(1) = o(c(1)) = 0(3) = 2 (jeweils aus Spalten ablesen), 

. (ose)2)=olal2))=all)s3, 
( 


e (c00)(3) = o(o(3)) = o(2) = 1 (man kann auch argumentieren, dass nur noch die 1 übrig ist, 
und sich so das letzte Ausrechnen sparen). 


le 
Tr a) 


Wir berechnen E,: Nach Definition ist das die Matrix 


Also ist 


 ı 010 
es ee & = 0071 
100 


Tipps. 


e 0 oT berechnen: An allen m=1,...,n an m-ter Spalte der r-Tabelle r(m) ablesen, dann diese 
Zahl nehmen und an der o-Tabelle Spalte o(r(m)) ablesen. Dann alle von 1 bis m hintereinan- 
derschreiben. 


e Verknüpfung von Vertauschungen mit sich selbst ist Identität: 7; 0 7;; =id. 


e Permutationsmatrix berechnen: untere Zeile von o anschauen und die Einheitsvektoren e; in der 
Reihenfolge wie bei o steht nebeneinanderschreiben 


Def.:. Ein Fehlstand einer Permutation o ist ein Paar (i,j) mit © < j aber o(i) > o(j). Das Signum 
einer Permutation ist -1, wenn die Anzahl ihrer Fehlstände ungerade ist, 1, wenn sie gerade ist. 


BKeng: 
STE 3.12) 9 
wir berechnen Fehlstände und Signum. Für die Fehlstände zählen wir erst alle Paare mit i < j auf: Das 
sind (1,2), (1,3), (1,4), (2,3), (2,4), (3,4). Dann werten wir an all diesen Stellen o aus, also schreiben 
(o(1),0(2)) auf usw. Das ergibt dann die Paare (4,3), (4,1), (4,2), (3,1), (3,2), (1,2). Davon ist bei 


allem außer dem letzten der erste Eintrag größer als der zweite, also sind das Fehlstände. Somit gibt 
es 5 Fehlstände und das Signum ist —1. 


Beispiel. Sei 


Tipps. 


e Signum von Verknüpfung leicht, wenn Signum der einzelnen Permutationen bekannt: sign(roo) = 


(sign(7)) - (sign(0)). 


e Signum von Vertauschung 7;; ist immer -1. 


Determinante 


Def.:. Sei A eine n x n-Matrix, dann ist die Determinante von A definiert als 


det(A) — > sign(o)Aı od) ... Auala): 
Ein 


Tipps. 
e Definition so gut wie irrelevant 


e Determinante 2 x 2-Matrix wichtig: 


ab 
dcr (© ) ade 


e Det. von Produkt ist Produkt von Det.: det(AB) = det Adet B, det A! = wenn A inver- 
tierbar 


e Det. von Dreiecksmatrix (also alles rechts über Diagonale 0) Matrix ist Produkt der Diagonal- 
einträge 


e Zwei Zeilen vertauschen —> Det. kehrt Vorzeichen um 
oe A genau dann invertierbar, wenn det A #0. 


e Zeilen zueinander addieren wie in Gauss ändert Det. nicht, aber Zeile verdoppeln usw. schon! 
Also vorsichtig mit Gauss 


e Determinante von Permutationsmatrix E, ist Signum von o 


10 


Beispiel. Wir berechnen eine Determinante via Gauss: 


1342 13 4 02 13402 
525 Gi =6 1 a u | 
dt ln og 7 ch rlo 5 1 Sale 0 
1234 = 1 3 005 1 
13 4 2 13402 
a u; 1 0-16 ı 
=det I 0 09 98 det |) 0 609 —a8 
000 14-35 00038 


8 
=1-(-1):69. 3 = -184. 


Man kann Determinanten auch mit der Laplace-Entwicklung nach Zeilen oder Spalten berechnen, 
wie hier im Beispiel: 


Beispiel. Wir berechnen eine Determinante mit einer Mischung aus Laplace-Entwicklung und Gauss: 


2 2 1 1\ 2-2 1100 1100 
1111) 22% ı 1 11] 2-2 oo011 
ara ae en ı 
2334 -71001 OR] 


Jetzt wenden wir die Laplace-Entwicklung auf die erste Zeile an. Wir erhalten dann durch Wegschnei- 
den der einzelnen Spalten unter Beachtung der wechselnden Vorzeichen 


: : \ i o 11 8. 1.1 001 D © 1 
det 0123 =1-.de [1 2 3) -1-.de| 0 2 3]| +0det| O0 1 3] -0de| 0 12 
1691 a0 1 =i/ D1 —1 91 —ı 0% 
o 11 o 11 
=det|]1 2 3) -det| 0 2 3 (Zeilenvertauschung — Vorzeichenumkehr) 
001 -—1.. 7 
123 -101 
=-de|0O 1 1|+de| 0 2 3 (Dreiecksform, Gauss) 
001 o 11 
=. 1 
=-1+de|0 2 3 a 
0 0 -1/2 


Würde man jetzt stattdessen z.B. nach der zweiten Spalte entwickeln, würde man diese immer „aus- 
schneiden” und dann jeweils die einzelnen Zeilen, es ergibt sich 


1100 ne 00 

det =-Ilde| 0 2 3]-Iide|o0O 11 
DER -10o01 -101 
-1001 


Weil man nach der zweiten Spalte entwickelt, muss man mit dem Vorzeichen —1 anfangen, die beiden 
Terme mit positivem Vorzeichen fallen wegen der Nullen in der Spalte weg. 


Tipps. 


e Bei Laplace auf Vorzeichen achten! Wenn man nach ungerader Zeile/Spalte entwickelt ist das 
erste +1, bei gerader -1, danach immer abwechselnd 


e Determinante irgendeiner Matrix berechnen: 
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— 2x 2-Matrizen: Formel anwenden 

— Dreiecksmatrix: Produkt der Diagonale 

— Matrizen mit vielen Nullen in einer Zeile oder Spalte: Laplace-Entwicklung —> wieder für 
Teilmatrizen berechnen 

— sonst: Gauss entweder bis zu Dreiecksmatrix oder bis zu Form mit vielen Nullen in einer 
Spalte/Zeile, dann Laplace 


Mit der Cramerschen Regel kann man LGS Ar = b über die Determinante lösen, wenn A invertierbar 
ist. Man kann jeden Eintrag x; von x ausrechnen, indem man die i-te Spalte von A durch b ersetzt, 
diese Matrix A; nennt, denn dann ist 


z det A; 
HT der 
Beispiel. Wir lösen 
2 ı1 1 
Arz:=|1 2 3|x=|1 
111 1 
mit der Cramerschen Regel. Dafür berechnet man erst det A = —1. Dann ist xı = der A = -detÄ,, 
1 111 
wobei A} entsteht, indem wir die erste Spalte von A durch b= | 1 | ersetzen, also Aı= |1 2 3 
1 111 
Da zwei der Zeilen gleich sind, ist die Matrix nicht invertierbar, also hat sie Determinante 0, so- 
2 11 
dass zı = 0. Genauso ist As =. FL %.3 „det Aa = -2, also 22 = deif = 2. Zuletzt ist 
111 
2 ı1 0 
A; = |ı 2 1]|,detA3 = 1, also 23 = -1. Es ergibt sich x = 2 |, was die Gleichung tat- 
111 —1 


sächlich löst. 


Tipps. LGS nicht mit Cramerscher Regel lösen, wenn nicht explizit gefragt, sehr aufwendig. 


12 


